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第 9 讲  区间估计与假设检验 
知识梳理 

一  枢轴量与抽样分布的上α分位数 
 

1.常用正态总体枢轴量 

分布名称 待估参数 条件 枢轴量 

单个正态总体 

μ  σ2已知 (0,1)~
/

X μ
N

σ n

  

μ  σ2未知 ( 1)~
/

X μ
t n

S n


  

σ2  —— 
( ) ( )~n S

χ n
σ




2
2

2

1 1  

两个正态总体 

μ μ1 2  σ2已知 
( - ) (0,1)1 2

2 2
1 1 2 2

~
/ /

X Y μ μ
N

σ n σ n

 


 

μ μ1 2  σ2未知 
( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 2

~ 2
1 / 1 /w

X Y μ μ
t n n

S n n

  
 


 

/σ σ2 2
1 2  σ2已知 

( -1) ( -1, )
( -1)

2 2
1 1 1

1 22 2
2 2 2

/
~ 1

/
n S σ

F n n
n S σ

  

  · 注：
2 2

1 1 2 2

1 2

1 1
2w

n S n S
S

n n

  


 
( ) ( )

 

2.上 α 分位数 

  · 设Y 遵从某种分布（标准正态分布、 t分布、 χ2 分布、F 分布中的一种） 

若存在实数 a 使得 ( )P Y a α  ，则称 a 为该分布的上 α分位数 

分布 分位数符号 性质 

(0,1)N  αz  α αz z 1  

( )χ n2
 ( )αχ n2  —— 

( )t n  ( )αt n  ( ) ( )α αt n t n 1  

( , )F n n1 2  ( , )αF n n1 2  ( , )
( , )α

α

F n n
F n n 1 1 2

1 2

1
 

  · 相当于分布函数的反函数，已知概率反求取值 
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二  区间估计与参数假设检验的基本原理 

1.区间估计的基本原理 

  · 以估计 σ2未知下的μ为例 

由于简单随机样本 , , nX X1  的样本均值X 和样本方差S2 都是随机变量 

→ 枢轴量
/

X μ

S n

 也是一个一元连续型随机变量，且满足 ( )t n 分布 

→ ( )t n 分布函数完全已知，可以计算
/

X μ

S n

 落入某个区间 ( , )a b 的概率 

→ 现在我们选择一个区间 ( , )a b ，使得
/

X μ

S n

 落入 ( , )a b 的概率为 95%， a 和 b 是完全确定的 

→ 则有 ( ) %
/

X μ
P a b

S n


   95 ，变换内部的不等式得到 ( ) %n n

P X b μ X a
S S

     95  

也就是说，当我们随机取样获得样本统计值时，待估参数 μ落在上述区间的概率为 95% 

由于区间可以任意选择，因此我们通常会选择区间长度最短的 ( ),a b  

2.参数假设检验的基本原理 

  · 以检验 σ2未知下的μ为例 

原假设的 μ已知的前提下，我们可以直接计算
/

X μ

S n

 落入某个区间 ( , )a b 的概率 

比如通过计算，可以找到一个区间 ( , )a b ，
/

X μ

S n

 落在区间 ( , )a b 外的概率为 5% 

显然这个概率非常小，如果我们取样统计，发现这个小概率事件发生了，那么我们就拒绝原假设 

因此只要
/

X μ

S n

 落在区间 ( , )a b 外就拒绝原假设，这个外区间就是拒绝域 

  · P 值的解释 

原假设的 μ已知的前提下，我们可以直接计算
/

X μ

S n

 落入某个区间 ( , )a b 的概率 

现在我们取样统计，得到了一个枢轴量T ，这个T 可能比较偏僻 

按照原假设的分布，我们可以计算出枢轴量取值比现在这个T 更偏僻更极端的概率 

如果这个概率非常小（如小于规定的 5%），那我们也认为这次抽样属于小概率事件发生了 

因此拒绝原假设 
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题型解析 

十七  求待估参数的置信区间 

1.题型简述与解法 

  · 以填空题或大题的形式，求出某正态总体的待估参数的置信区间 

  · 按照如下步骤进行（考试直接写出置信区间的表达式即可，不用写推导过程）： 

  ① 确定区间估计类型（如 σ2未知求μ），在下表中选择对应的枢轴量 ( )G θ  

     这个 ( )G θ 应当含有待估参数 θ，且不能含有其他未知参数 

分布名称 待估参数 条件 枢轴量 

单个正态总体 

μ  σ2已知 (0,1)~
/

X μ
N

σ n

  

μ  σ2未知 ( 1)~
/

X μ
t n

S n


  

σ2  —— 
( ) ( )~n S

χ n
σ




2
2

2

1 1  

两个正态总体 

μ μ1 2  σ2已知 
( - ) (0,1)1 2

2 2
1 1 2 2

~
/ /

X Y μ μ
N

σ n σ n

 


 

μ μ1 2  σ2未知 
( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 2

~ 2
1 / 1 /w

X Y μ μ
t n n

S n n

  
 


 

/σ σ2 2
1 2  σ2已知 

( -1) ( -1, )
( -1)

2 2
1 1 1

1 22 2
2 2 2

/
~ 1

/
n S σ

F n n
n S σ

  

  ② 确认置信区间的类型，写出对应的置信区间（此处用 ( )αg n 代表分位数） 

检验类型 置信区间原始式 

双侧置信区间  ( ) ( ) ( )/ /α αg n G θ g n  1 2 2   

单侧置信上限  ( ) ( )αG θ g n 1   

单侧置信下限  ( ) ( )αG θ g n   

  ③ 对P 内部的不等式进行变换，将待估参数 θ分离出来，得到置信区间表达式 

  ④ 将统计值、n 、 αg 或 αg 1 代入，就得到置信区间或单侧置信上下限 

  · 这种方法只需记住枢轴量以及置信区间类型对应的不等式形式，无需记忆大量的置信区间 

2.历年考试典型例题 

例 1  设总体 ( , )~X N μ σ2 ， , , nX X1  为来自X 的简单随机样本，设样本均值为x ，样本标准差为 s ，

置信水平为 95% 

（1）（15-16 春夏）若n 16， 5.098x  ， 1.200s ，则 σ2的单侧置信上限为             ； 

（2）（15-16 秋冬）若n  9， 2.15x  ， 0.9s ，则 σ2的双侧置信区间为               ； 
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（3）（17-18 秋冬）若n  9， 1.8x  ， ( ) 30.6i
i

x x


 
16

2

1
，则μ的置信区间为               。 

解    （1）（2） 判断类型：求 σ2，因此选择枢轴量 ( ) ( )~n S
χ n

σ




2
2

2

1 1  

（1） · 判断区间类型：单侧置信上限，选择 
( ) ( )α

n S
χ n

σ 




2
2
12

1
 

            · 变换： ( ) ( )( )
( )α

α

n S n S
χ n σ

σ χ n


 
  

2 2
2 2
12 2

1

1 1  

            · 代入数据，得单侧置信上限为
( ).

s

χ


2

2
0 95

15
16

2.975 

      （2） · 判断区间类型：双侧置信区间，选择 
( )( ) ( )/ /α α

n S
χ n χ n

σ


 

2
2 2
1 2 22

1
 

            · 变换： ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )/ /

/ /
α α

α α

n S n S n S
χ n χ n σ

σ χ n χ n 


  
    

2 2 2
2 2 2
1 2 1 22 2 2

2 1 2

1 1 1  

            · 代入数据，得置信区间为 , (0.37,2.97). .
. .

       

2 28 0 9 8 0 9
17 5 2 18

 

      （3） 判断类型： σ2未知，求μ，选择枢轴量 ( 1)~
/

X μ
t n

S n


  

· 判断区间类型：双侧置信区间，选择 ( ) ( )/ //α α

X μ
t n t n

S n



   1 2 21 1  

            · 变换： ( ) ( )/ /α α

S S
X t n μ X t n

n n
     2 1 21 1  

            · 代入数据，得单侧置信上限为 30.6 30.6( 2.13,1.8 ). .   1 8 2 13
16 16

，即 (1.04,2.56)  

例 2  （18-19 秋冬）为验证某汽车厂生产的汽车平均每公升汽油行驶里程是否达到 15km 以上，随机

选取 16 辆车，记录下每辆车每公升汽油行驶的千米数，得到样本均值 14.22x  ，样本方差

1.2s 2 2，假设数据来自正态分布 ( , )N μ σ2 。 

（2）现有另一汽车厂生产的同类型汽车，其每公升汽油行驶的千米数 ( , )~ YY N μ σ2 ，随机选取

该类型汽车 11 辆车，测得样本均值 14.97y  ，样本方差 1.4ys 2 2，求 Yμ μ 的置信度为

95%的双侧置信区间。（保留两位小数） 

解    · 判断类型：μ μ1 2 （ σ2均未知），因此选择 ( ) ( ) ( )1 2
1 2

1 2

~ 2
1 / 1 /w

X Y μ μ
t n n

S n n

  
 


 

· 判断区间类型：双侧置信区间，选择
( ) ( )( ) ( )/ // /α α

w

X Y μ μ
t n n t n n

S n n


  
     


1 2

1 2 1 2 2 1 2
1 2

2 2
1 1

 

      · 变换： ( ) ( )/Y w αμ μ X Y S t n n
n n

      2 1 2
1 2

1 1 2  

      · 代入数据，解得置信区间为 (-1.79,0.29)  
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十八  求拒绝域并检验假设 

1.题型简述与解法 

  · 实际上考试从来没有求过拒绝域，检验假设通常都会要求计算 P 值， P 值都算出来了谁还算拒绝域

啊！ 

  ① 根据要检验的参数，选择对应的检验统计量G （下表以双边检验为例） 

分布名称 原假设 条件 检验统计量 

单个正态总体 

μ μ 0  σ2已知 (0,1)~
/

X μ
Z N

σ n


  

μ μ 0  σ2未知 ( 1)~
/

X μ
T t n

S n


   

σ σ2 2
0  —— 

( ) ( )~n S
χ n

σ




2
2

2

1 1  

两个正态总体 

μ μ1 2  σ2已知 
( - ) (0,1)1 2

2 2
1 1 2 2

~
/ /

X Y μ μ
N

σ n σ n

 


 

μ μ1 2  σ2未知 
( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 2

~ 2
1 / 1 /w

X Y μ μ
t n n

S n n

  
 


 

σ σ2 2
1 2  σ2已知 

( -1) ( -1, )
( -1)

2 2
1 1 1

1 22 2
2 2 2

/
~ 1

/
n S σ

F n n
n S σ

  

② 根据检验类型，选取对应的拒绝域公式并计算 

检验类型 条件 拒绝域 

左侧检验 H0 ： θ θ 0  { }αW G g  0 1  

右侧检验 0H ： 0θ θ  { }αW G g 0  

双侧检验 0H ： 0θ θ  
{ }/| | αW G g 0 2 （μ相关） 

{ }/ /α αW G g G g   0 2 0 2 （ σ2相关） 

  ③ 计算枢轴量G0 ，如果落在了拒绝域内，就拒绝原假设 

2.历年考试典型例题 

例 1  （19-20 春夏）为了解某县粮食产量情况，随机调查该县 64 个乡当年的粮食产量，得到样本均值

为 1120 吨，样本方差 108900，设乡粮食产量（单位：吨） ( , )~X N μ σ2 ， ,μ σ2 未知. 

在显著水平 0.05 下检验假设 : , : 1000H μ H μ 0 11000  

解    · 确定类型： σ2未知，检验μ，取枢轴量
/

X μ
T

S n


  

      · 确定检验类型：右侧检验，取拒绝域 { ( )}αW T t n  0 1 ( )αT t n 0 1  
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      · 计算 .
/

T


 0
1120 1000 2 909
108900 64

， ( ). .t 0 05 63 1 669   → ( ).T t0 0 05 63 ，拒绝原假设 

十九  求 P 值并检验假设 

1.题型简述与解法 

  · 以填空题或大题的形式，根据样本值求出某正态总体的P ，并判断是否拒绝原假设 

  ① 根据要检验的参数，选择并计算对应的检验统计量G  

分布名称 原假设 条件 检验统计量 

单个正态总体 

μ μ 0  σ2已知 (0,1)~
/

X μ
Z N

σ n


  

μ μ 0  σ2未知 ( 1)~
/

X μ
T t n

S n


   

σ σ2 2
0  —— 

( ) ( )~n S
χ n

σ




2
2

2

1 1  

两个正态总体 

μ μ1 2  σ2已知 
( - ) (0,1)1 2

2 2
1 1 2 2

~
/ /

X Y μ μ
N

σ n σ n

 


 

μ μ1 2  σ2未知 
( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 2

~ 2
1 / 1 /w

X Y μ μ
t n n

S n n

  
 


 

σ σ2 2
1 2  σ2已知 

( -1) ( -1, )
( -1)

2 2
1 1 1

1 22 2
2 2 2

/
~ 1

/
n S σ

F n n
n S σ

  

 

  ② 根据检验类型，选择对应的P 值公式并计算 

检验类型 条件 P 值公式 

左侧检验 H0 ： θ θ 0  ( )P P g G   0  

右侧检验 0H ： 0θ θ  ( )P P g G   0  

双侧检验 0H ： 0θ θ  
( |)|P P g G   02 （ μ相关） 

{ ( ), ( )}minP P g G P g G   0 02 （ σ2相关） 

     具体方法：在试卷第一页抬头寻找 Ag G 0，则 ( )P g G A  0 1 ， ( )P g G A 0  

  ③ 如果P α  ，则拒绝原假设 

2.历年考试典型例题 

例 1  （18-19 春夏）为调查某减肥药的疗效，随机选择 16 位服药一个疗程的使用者，记录他们的减肥

重量X （单位：公斤），假设 ( , )~X N μ σ2 ，已测得样本均值 1.18x  ，样本标准差 1.6s . 

（1）对于假设： : 0, : 0H μ H μ 0 1 ，求P 值并进行检验（取 0.05α ）； 

解    （1） σ2未知检验μ  → 取检验统计量 
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/
X μ

T
S n


  → . .

. /
T


 0

1 18 0 2 95
1 6 16

 

           右侧检验 → ( (15) )P P t T   0  

           ∵ (15). .t 0 005 2 95  →  . .P  0 005 0 05 → 拒绝原假设 

例 2    （14-15 春夏）设总体 ( , )~X N μ σ2 ， , , nX X1  为来自X 的简单随机样本，若取得容量是 9 的

样本，计算得样本均值 1.896x  ，样本标准差为 0.8s ，则假设 : , :H μ H μ 0 11 1的 P 值

为         ，若显著水平为 0.05，则应该拒绝还是接受原假设                 . 

解      σ2未知检验μ  → 取检验统计量 

/
X μ

T
S n


  → . .

. /
T


 0
1 896 1 3 36
0 8 9

 

        双侧检验 → ( (8) )P P t T   0  

        ∵ (8). .t 0 005 3 36   →  . .P  0 005 0 05 → 拒绝原假设 

例 3   （19-20 秋冬） 为了解某市两所高校学生的消费情况，在两所高校各随机调查 100 人，调查结果

为甲校学生月平均消费 2583 元，样本方差 882669，乙校学生月平均消费 2439 元，样本方差

678976，设甲校学生月平均消费额 ( , )~X N μ σ21 ，乙校学生月平均消费额 ( , )~Y N μ σ22 2 ，

, , ,μ μ σ σ2 2
1 2 1 2 未知，两个样本独立. 

（1）在显著水平 0.05 下检验假设 : , :H σ σ H σ σ 2 2 2 2
0 1 2 1 1 2 ，并计算相应的P 值； 

解      检验 σ σ2 2
1 2  → 取检验统计量 

(99,99)~S
F F

S


2
1
2
2

 → 1.30F 0  

        双侧检验 → ( (99, ) 1.30) .P F  99 0 1 → ( (99, ) 1.30) . .P P F    2 99 0 2 0 05  → 接受 

例 4    （17-18 秋冬）设总体 ( , )~X N μ σ2 ， ,μ σ2 均未知， , ,X X1 16 是总体X 的简单随机样本，X

是样本均值，若计算得 1.8x  ， ( ) 30.6i
i

x x


 
16

2

1
，为检验假设 : , :H σ H σ 2 2

0 11 1 ，

P         ，若显著水平 0.05α ，应该拒绝还是接受原假设？答：                       . 

解      检验 σ2  → 取检验统计量 

( ) ( )~n S
χ χ n

σ


 

2
2 2

2
1 1  → .χ 2

0 30 6  

        右侧检验 → ( )P P χ χ  2 2
0 ，由 0.01 (15) 30.6χ 2  → . .P  0 01 0 05  → 拒绝原假设 
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二十  拟合优度检验 

1.题型简述与解法 

  · 已知总体X 的大量样本数据，使用拟合优度检验判断X 是否服从指定分布 

  ① 将X 的取值范围划分为 k个区间，获得各个区间内数据数量 in （实际频数） 

     · 如果X 是连续型，则要将将X 的取值范围划分为 k 个区间（题目已经划分好了） 

  ② 假设X 服从该分布，计算X 在各个区间内的理论频数 inp  

     · n 为样本数， ip 为X 落在区间 i的概率 

     · 如果分布含有未知参数，则先用极大似然法估出参数（这种情况题目一般会设两问） 

  ③ 计算统计量χ2 ，若 ( )αχ χ k 2 2 1 ，则接受原假设，否则拒绝原假设 

拟合优度统计量 

 
( )k

i i

i i

n np
χ

np




2
2

1

  

2.历年考试典型例题 

例 1  （18-19 春夏）设总体X 取值 0，1，2，3，4，5，对总体进行 100 次观察，其中 0，1，2，3，4，

5 分别观察到 11，18，19，21，16，15 次. 

（1）若总体的分布律如下表所示，未知参数 (0,1)p ，求参数 p 的极大似然估计值 p̂ ； 

X  0 1 2 3 4 5 
概率 0.25p  0.5 ( )p p1  0.5 ( )p p1  ( )p 21  0.5p  0.25p  

（2）在显著水平 0.05 下，用 χ2 拟合优度检验法检验假设： :H X0 的分布律如上表所示.  

解   （1） ( ) (0.25 ) [0.5 ( )] ( ) (0.5 )L p p p p p p  20 37 42 361 1  

          → ( ) ( )ln ln lnL p p p C   79 79 1  

          → d ( ) ( )
d

ln L p
p

p p p
    


1 1 179 0

1 2
 

          → 当p 
1
2
时， ( )L p 取极大值 → p̂ 

1
2
 

     （2）取 p̂ 
1
2
，计算理论频数如下表所示 

X  0 1 2 3 4 5 
理论频数 12.5 12.5 12.5 25 25 12.5 
实际频数 11 18 19 21 16 15 

(12.5-11) (12.5-18) (12.5-19) (25-21) (25-16) (12.5-15)
. . . . .

χ      
2 2 2 2 2 2

2

12 5 12 5 12 5 25 12 5 12 5
 

(5-1).. . χ   2
0 0510 36 9 49  → 拒绝原假设 


